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Resumen
En este trabajo reducimos el analisis de la reali-
zabilidad espacial de un dibujo lineal al estudio de
las propiedades cinematicas de una estructura de
paneles articulados.
Utilizando algebra de Cayley, estudiamos el
comportamiento cinematico instantaneo de este
modelo y demostramos que un dibujo lineal es es-
pacialmente realizable si y solo si la estructura tie-
ne un movimiento innitesimal que asigna ejes
instantaneos de rotacion distintos a cada par de
paneles adyacentes. Ademas, el modelo permite
recuperar todas las interpretaciones espaciales.
Este procedimiento presenta diversas ventajas
frente al conocido algoritmo de Sugihara [12]: es
mas simple, de menor coste computacional, y
solo requiere conocer que segmentos del dibujo son
oclusivos.
Palabras clave: dibujo lineal, condiciones pro-
yectivas, realizabilidad espacial, polisupercie, es-
tructura articulada de paneles, cinematica ins-
tantanea.
1 Introduccion
Un dibujo lineal es un dibujo hecho a base de
segmentos de recta y vertices, puntos donde dos o
mas segmentos se unen. Un dibujo lineal es rea-
lizable si es la proyeccion (ortogonal o central) de
alguna escena tridimensional de poliedros. Se di-
ce que esta escena es una realizacion espacial del
dibujo.
En este trabajo abordamos un problema clasico
de Robotica e Inteligencia Articial: decidir pri-
mero si un dibujo es realizable y, en caso ar-
mativo, obtener una parametrizacion de todas las
posibles realizaciones espaciales del mismo. Este
problema tiene importantes aplicaciones a inter-
pretacion de imagenes y modelado automatico 3D
de entornos reales.
1.1 Alzado espacial
En general, un dibujo cuyos vertices ocupen po-
siciones arbitrarias, no suele ser realizable. Por
ejemplo, la proyeccion del tetraedro truncado de
la g. 1, solamente sera realizable cuando, exten-
diendo las tres aristas a, b y c, estas concurran
en un punto comun: el vertice del tetraedro (si se
completara).
a
b
c
Figura 1: El tetraedro truncado.
Este ejemplo ilustra otro planteamiento equi-
valente que subraya la dependencia de la altura
de algunos vertices con respecto a otros (g. 2).
>Es posible alzar al espacio los vertices del tetra-
edro truncado, a lo largo de los rayos imaginarios
de proyeccion, manteniendo coplanares todos los
vertices que corresponden a una cara representada
en el dibujo?
En este caso, podemos primero jar libremente
la altura de los puntos P , Q y T , manteniendolos,
por ejemplo, en el mismo plano del dibujo. Des-
pues, dando una altura arbitraria a R sobre este
plano, la altura de S queda jada por la restriccion
de coplanaridad en la cara PQRS. Finalmente, la
altura de U esta determinada por la coplanaridad
de U; S;Q; y T , pero tambien por la de U;R; P
y T . En general, las dos alturas posibles para U
(sobre USQT , o sobre URPT ) no necesariamente
coincidiran. Cuando las aristas PR, QS y TU no
son concurrentes, el unico levantamiento posible
es el trivial, con todos los vertices coplanares.
P Q
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Figura 2: Alzado espacial manteniendo las restricciones de coplanaridad
1.2 Condiciones proyectivas
Como este, la gran mayoria de dibujos solo son
realizables cuando sus vertices ocupan posiciones
especiales en el plano. Estas posiciones verican
una serie de condiciones proyectivas que, como la
de concurrencia en el tetraedro truncado, se cum-
plen tanto para un objeto poliedrico en el espacio,
como en cualquiera de sus proyecciones.
Otros ejemplos avalan el papel fundamental que
juegan las condiciones de concurrencia [8]. Esto
llevo a los autores a denir un conjunto de con-
diciones proyectivas necesarias y sucientes para
decidir la realizabilidad, basandose unicamente en
la aplicacion repetida de pruebas de concurren-
cia de tres rectas deducibles del dibujo [9, 10]: el
dibujo es estrictamente alzable, con cada par de
caras adyacentes descansando sobre planos distin-
tos en el espacio, si, y solo si, estas condiciones de
concurrencia se cumplen.
Este trabajo representa un paso mas en esta
lnea. Esta vez, reduciremos el problema al del
calculo de las velocidades instantaneas en un mo-
delo cinematico de paneles y bisagras, y utiliza-
remos los resultados que para estos mecanismos
ha obtenido el grupo canadiense de Topologia Es-
tructural [14, 2]. Aunque se puede demostrar la
equivalencia de este test cinematico con las condi-
ciones proyectivas de [9], dejamos esta parte para
un artculo futuro.
1.3 Organizacion
El resto del artculo se estructura como sigue. En
la seccion 2 hacemos un breve repaso de resul-
tados conseguidos en este area. A continuacion
(seccion 3) introducimos el objeto considerado co-
mo interpretacion espacial de un dibujo, la polisu-
percie. Tras denir las herramientas basicas, el
modelo mecanico de paneles asociado a un dibu-
jo y su cinematica instantanea (seccion 4), en la
seccion 5 vemos que un dibujo es realizable si, y
solo si, este modelo tiene velocidades angulares no
nulas en sus articulaciones. En la seccion 6 se es-
tudia un ejemplo concreto y, nalmente, se dan las
conclusiones y lneas de trabajo futuro (seccion 7).
2 Perspectiva historica
La comunidad robotica empieza a estudiar la
realizabilidad de dibujos a nales de los a~nos 60,
con la aparicion de los primeros resultados de
Guzman [4]. En 1971, Human [5] y Clowes [1]
muestran que solo existe una cantidad limitada
de posibles asignaciones de las etiquetas concava
(+), convexa ( ) y oclusiva (!, ) a los segmen-
tos incidentes en un determinado vertice. Una vez
enumerados todos los posibles tipos de vertices se
puede obtener una interpretacion del dibujo apli-
cando tecnicas de etiquetado consistente.
En 1975 Waltz rena este esquema y permite
tratar dibujos con imperfecciones y sombras, de-
sarrollando su conocido algoritmo de ltrado [13].
Actualmente, se conoce bien la complejidad de es-
te problema [6] y se han desarrollado algoritmos
ecientes que trabajan a partir de los puntos de
fuga del dibujo [7]. Sin embargo, a pesar de su
importancia, estos metodos no garantizan que un
dibujo con un etiquetado consistente sea espacial-
mente realizable ([12], pag. 31), puesto que, en
general, la realizabilidad no solo depende de ca-
ractersticas puramente topologicas. Para paliar
este inconveniente, en 1982 Sugihara [11] propone
un test geometrico que garantiza la realizabilidad
de un dibujo si, y solo si, un sistema de ecuaciones
A  w = 0
B  w  0

(1)
tiene solucion, lo cual puede ser comprobado em-
pleando metodos de programacion lineal. Aqu el
vector w engloba los parametros desconocidos de
los planos soporte de las caras de la eventual rea-
lizacion, y A y B son matrices obtenidas a partir
del etiquetado f+; ;!; g, las posiciones de los
vertices y las relaciones de incidencia vertice-cara
del dibujo.
El problema fundamental de este metodo es que
las condiciones Aw = 0 y B w  0 son demasiado
estrictas. Dado que la realizabilidad solo es posi-
ble para posiciones muy concretas de los vertices,
un dibujo procedente de una escena real raramen-
te las satisfara. Sugihara propone un metodo para
solventar este problema, basado en detectar sub-
dibujos \genericamente realizables", es decir, di-
bujos parciales que son realizables siempre que sus
vertices ocupan posiciones genericas en el plano.
No obstante, en [15] Whiteley construye algunos
contraejemplos donde esta tecnica no funcionara.
3 Polisupercies
Una polisupercie es una superfcie contnua y
orientable, en el espacio 3-dimensional, hecha a
base de paneles poligonales planos, unidos entre s
a traves de sus aristas. Como vamos a ver, la poli-
supercie es un modelo adecuado para interpretar
espacialmente una proyeccion.
En un dibujo hay basicamente dos tipos de seg-
mentos: los concavo-convexos que proceden de ca-
ras que estan realmente unidas a lo largo de la
arista correspondiente, y los oclusivos, que proce-
den de caras que estan separadas, y representan
la proyeccion de una arista vista como contorno
desde el punto de proyeccion.
(a)
(b)
Figura 3: Aristas oclusivas y polisupercies
Supondremos que en el dibujo a tratar se cono-
ce el tipo de cada segmento. Con esta hipotesis, la
interpretacion de un dibujo con segmentos oclusi-
vos se puede efectuar tratando separadamente ca-
da region delimitada por un circuito cerrado de
segmentos oclusivos como si fuera la proyeccion
de una polisupercie [8]. Por ejemplo, en la g. 3a
los segmentos oclusivos (gruesos) denen dos con-
juntos de caras poligonales interpretables como la
proyeccion de dos polisupercies (g. 3b).
4 Cinematica de paneles
Una estructura de paneles es un conjunto de
paneles fP
1
; P
2
; : : : ; P
n
g planos, rgidos y poligo-
nales, unidos entre s mediante una coleccion de
bisagras f: : : ; B
ij
; : : : g, donde B
ij
es la bisagra
que une el panel P
i
con el P
j
, y no hay ningun
panel aislado del resto.
En una estructura de paneles en movimiento,
denotaremos por !
ij
el modulo de la velocidad de
rotacion instantanea del panel P
i
relativa al panel
P
j
.
Podemos asociar una estructura de paneles a
toda proyeccion plana de una polisupercie. Asig-
namos un panel a cada region poligonal de la pro-
yeccion, y unimos dos paneles con una bisagra si
sus regiones son adyacentes a traves de un seg-
mento no oclusivo.
4.1 Representacion extensorial de
velocidades y ejes de rotacion
El formalismo del algebra extensorial de Cayley
[14, 3], es especialmente apropiado para descri-
bir la cinematica de paneles articulados. Aun-
que una exposicion completa queda fuera de nues-
tro proposito, introduciremos algunos conceptos
basicos para entender el desarrollo posterior.
En este algebra, se conoce como n-extensor a la
expresion p
1
_p
2
_: : : p
n
que liga n puntos en coor-
denadas homogeneas del espacio proyectivo tridi-
mensional <P
3
. El resultado de esta operacion se
dene como el vector de coordenadas de Plucker
de la variedad lineal generada por los n puntos,
si son independientes, o el n-extensor 0 si son de-
pendientes.
Por ejemplo, si q = (q
1
; q
2
; q
3
; 1) y
r = (r
1
; r
2
; r
3
; 1) son dos puntos de <P
3
, el
2-extensor q _ r es el vector de coordenadas de
Plucker de la recta que denen. En este caso, las
coordenadas de Plucker son los seis menores 2 2
de la matriz de coordenadas de estos dos puntos:
q _ r = menores 2 2 de
0
B
B
@
q
1
r
1
q
2
r
2
q
3
r
3
1 1
1
C
C
A
(2)
Con estas deniciones, utilizaremos el algebra pa-
ra representar la velocidad instantanea de un pun-
to de un solido rgido, y su eje instantaneo de ro-
tacion.
Sean q y r dos puntos de <P
3
, alejados una dis-
tancia unitaria, situados sobre el eje instantaneo
de rotacion de un solido rgido (g. 4). Si el solido
esta rotando con velocidad angular !, representa-
remos este eje mediante el 2-extensor S = ! q_r,
y diremos que S es el centro de giro del solido.
Dado un solido rgido en rotacion alrededor de
su centro de giro S = !  q_ r, la velocidad de uno
cualquiera de sus puntos, digamos p, se puede re-
presentar mediante el 3-extensor S_p = !q_r_p.
!r
q
v
p
Figura 4: La velocidad de p vista como una rota-
cion alrededor del eje instantaneo q   r.
Se demuestra que las cuatro coordenadas del vec-
tor S _ p son de hecho las tres componentes habi-
tuales (v
1
; v
2
; v
3
) de la velocidad de p y el produc-
to v  p, escogiendo un orden y criterio de signos
adecuados [14].
4.2 Dos paneles articulados
Supongamos ahora que nuestra estructura tiene
solo dos paneles, P
i
y P
j
, articulados a traves de
una bisagra, y que se encuentran girando uno res-
pecto a otro con velocidad angular relativa !
ij
.
Sean S
i0
y S
j0
los centros de giro de P
i
y P
j
,
respecto a una referencia absoluta \0", y L
ij
el 2-
extensor formado por las coordenadas de Plucker
del eje de la bisagra, calculado a partir de dos
puntos separados una distancia unitaria.
En esta situacion, la posicion de S
i0
y S
j0
no
puede ser cualquiera: esta restringida por la posi-
cion L
ij
de la bisagra y la ley de composicion de
velocidades. Efectivamente, la velocidad absoluta
de un punto p de P
i
es igual a la velocidad de p
relativa al panel P
j
, mas la velocidad de arrastre
que tendra p si se encontrara rgidamente unido
a P
j
. Analticamente,
S
i0
_ p = !
ij
 L
ij
_ p+ S
j0
_ p (3)
puesto que !
ij
 L
ij
es el centro de giro de P
i
con
respecto a P
j
. Y eliminando p resulta:
S
i0
= !
ij
 L
ij
+ S
j0
(4)
Por tanto, S
i0
  S
j0
debe ser un multiplo de L
ij
.
4.3 Varios paneles articulados
Analogamente, si tenemos mas de dos paneles, la
posicion de sus centros de giro con respecto a una
referencia absoluta viene restringida por tantas
ecuaciones del tipo (4) como bisagras tenga la es-
tructura.
Llamaremos asignacion compatible de centros
de giro a una asignacion de 2-extensores S
i0
a cada
panel P
i
que verica S
i0
= !
ij
L
ij
+S
j0
para toda
bisagra L
ij
de la estructura.
Si la estructura tiene ciclos de paneles, la suma
de los terminos L
ij
 !
ij
debe anularse a lo largo
de cada uno de ellos, puesto que se trata de una
suma de velocidades relativas de cada panel con
respecto al anterior y al nal del ciclo regresamos
al panel inicial.
Un movimiento instantaneo compatible es una
asignacion de escalares !
ij
a todas las bisagras de
la estructura, de manera que para todo ciclo de
caras se cumple
P
L
ij
 !
ij
= 0, donde la suma
varia entre todas las bisagras B
ij
del ciclo.
Teorema 1 Dada una estructura con un panel
P
0
designado como referencia absoluta, existe una
correspondencia biunvoca entre una asignacion
compatible de centros de giro y un movimiento ins-
tantaneo compatible.
Demostracion. Dada una asignacion compati-
ble de centros de giro, basta tomar los escalares !
ij
que satisfacen las ecuaciones S
i0
= !
ij
 L
ij
+ S
j0
para denir un movimiento instantaneo. Esto ase-
gura que
P
L
ij
 !
ij
= 0 para todo ciclo de la es-
tructura.
Dado un movimiento instantaneo compatible,
entonces
P
L
ij
 !
ij
= 0 para todo ciclo. Para
obtener el centro de giro S
k0
basta jar un camino
que conecte P
0
con P
k
y efectuar:
S
k0
=  
X
!
ij
 L
ij
(5)
donde la suma involucra todas las bisagras del ca-
mino entre P
0
y P
k
. Ademas, S
k0
es independiente
del camino escogido porque dos caminos distintos
formaran un ciclo donde la suma es zero. Con
esta denicion, se cumplira S
i0
= !
ij
 L
ij
+ S
j0
para toda bisagra L
ij
de la estructura. 2
5 El test de realizabilidad
Ahora disponemos ya de las herramientas
basicas para establecer el test cinematico de re-
alizabilidad.
Teorema 2 Dada la proyeccion ortogonal de una
polisupercie sin ninguna cara vertical, la estruc-
tura de paneles asociada a esta proyeccion tiene
un movimiento instantaneo compatible que asigna
una velocidad angular !
ij
no nula a cada par de
paneles adyacentes cuyos planos soporte son dis-
tintos en el espacio.
Demostracion. Podemos encontrar un movi-
miento instantaneo de la estructura de paneles de
la manera siguiente. A cada vertice de la estructu-
ra (g. 5) le asociamos un vector velocidad que va
cara de la
polisuperficie
panel de la
estructura
eje de rotacion
Figura 5: Obtencion de un movimiento ins-
tantaneo en la proyeccion de una polisupercie.
desde ese vertice hasta su vertice correspondiente
en la polisuperfcie espacial.
Para cada panel, los vectores velocidad de sus
vertices son perpendiculares al plano de proyec-
cion y los extremos de esos vectores denen puntos
coplanares. Por hipotesis, este plano no es verti-
cal, y por tanto todas las velocidades denidas son
proporcionales a la distancia de cada vertice a la
recta interseccion del plano soporte de la cara es-
pacial con el plano del dibujo. Estas velocidades
originan una rotacion instantanea de cada panel
alrededor de esta recta de interseccion, recta que
constituye el eje instantaneo de rotacion del panel
en cuestion. Gracias al teorema 1 esta asignacion
compatible de centros de giro se puede traducir a
un movimiento instantaneo compatible de la es-
tructura. 2
El anterior teorema tiene tambien su recproco.
Teorema 3 Dado un dibujo lineal, si es posible
encontrar un movimiento instantaneo compatible
en su estructura de paneles asociada, cumplien-
do
P
!
ij
L
ij
= 0 para todo ciclo de la estructura,
entonces el dibujo es la proyeccion de una polisu-
perfcie con dos caras no coplanares incidentes en
cada arista cuyo coeciente !
ij
es no nulo.
Demostracion. Si
P
!
ij
L
ij
= 0 para todo ci-
clo de la estructura, entonces por el teorema 1
podemos encontrar una asignacion compatible de
centros de giro. Estos centros estaran en el mismo
plano del dibujo, puesto que son combinaciones
lineales de los 2-extensores de las bisagras. Por
tanto, todo vertice de la estructura su mueve con
una velocidad perpendicular a este plano. Para
cada panel tomamos ahora los extremos de estos
vectores velocidad como los vertices de la polisu-
perfcie espacial. Tal como se han denido, estos
vertices seran coplanares. Las caras incidentes a
una arista de la polisupercie seran no coplana-
res si, y solo si, sus dos paneles tienen distintos
centros de giro o, equivalentemente, si, y solo si,
la bisagra correspondiente tiene un coeciente !
ij
no nulo. 2
Ahora, recopilando todas las ecuaciones vecto-
riales
P
!
ij
L
ij
= 0 correspondientes a los ciclos
independientes de la estructura de paneles, pode-
mos expresar el sistema de ecuaciones matricial-
mente:
R  ! = 0 (6)
La matriz R, que denominaremos matriz de ri-
gidez, tiene tantas las como ciclos independien-
tes tiene la estructura, y tantas columnas como
bisagras. Con esta denicion y los dos teoremas
anteriores podemos nalmente dar las condiciones
necesarias y sucientes que caracterizan un dibujo
realizable.
Corolario 1 La proyeccion de una polisupercie
es realizable si y solo si el nucleo de la aplicacion
lineal denida por R es un subespacio vectorial de
dimension no nula que contiene algun vector ! con
todas sus componentes distintas de cero.
Demostracion. Si la proyeccion es realizable,
existe una realizacion con todo par de caras ad-
yacentes situadas sobre planos distintos. Por el
teorema 2 esta realizacion dene un movimiento
instantaneo compatible que asigna coecientes !
ij
no nulos a todas las bisagras de la estructura aso-
ciada. Estas asignaciones forman un vector no
nulo de Ker(R).
Si ! 2 Ker(R) tiene todas sus componentes
!
ij
no nulas, por el teorema 3 todo par de caras
adyacentes descansaran en planos distintos de una
realizacion espacial. 2
Corolario 2 Cada vector de Ker(R) da lugar a
una realizacion distinta, y podemos generar todas
las realizaciones recorriendo este nucleo.
Finalmente, la forma de las aristas no oclusivas
depende del signo de su correspondiente coecien-
te !
ij
.
Corolario 3 Los signos de las velocidades relati-
vas !
ij
indican la forma del alzado espacial. La
arista correspondiente es concava si !
ij
> 0 y con-
vexa si !
ij
< 0.
6 El tetraedro truncado
Para ilustrar la aplicacion de este test, analiza-
remos la proyeccion del tetraedro truncado de la
g. 6. Escogemos las coordenadas
p
1
= (0; 0; 1) p
2
= (6; 0; 1) p
3
= (0; 4; 1)
p
4
= (1; 3; 1) p
5
= (1; 1; 1) p
6
= (4; 1; 1)
p1
p
2
p
3
p
4
p
5
p
6
 
 
 
+
+
+
+
+
+
Figura 6: Un tetraedro truncado correcto
Si consideramos el fondo como un panel mas, y
los ciclos independientes indicados, la matriz de
rigidez tiene un nucleo de dimension 1 cuya base
se puede calcular utilizando la libreria linalg de
MAPLE V. Un vector de esta base es
(!
12
; !
13
; !
15
; !
23
; !
26
; !
34
; !
45
; !
46
; !
56
) =
(1;
3
2
; 6; 3; 12; 18; 3; 6; 2)
los signos del cual dan lugar a los etiquetados
concavos ( ) y convexos (+) de la g. 6.
Si el panel de fondo se considara despegado del
resto, aceptando que las aristas del permetro ex-
terior son oclusivas, se puede comprobar que el
nucleo tiene dimension cuatro, correspondiendo a
las alturas de los cuatro puntos que hay que jar
para obtener una realizacion espacial del tetrae-
dro.
7 Conclusiones y trabajo futuro
Hemos demostrado que un dibujo lineal con
segmentos oclusivos marcados es espacialmente re-
alizable si una estructura de paneles asociada tiene
un movimiento instantaneo que asigna velocidades
de rotacion no nulas a los segmentos no oclusivos.
Este modelo mecanico permite encontrar todas las
realizaciones espaciales posibles, de forma parame-
trizada.
Esta aproximacion tiene claras ventajas con
respecto al conocido algoritmo de Sugihara [12].
 Al reducir el problema al estudio de un sis-
tema de ecuaciones lineal, se obtiene un test
mas simple y de menor complejidad que el
metodo de programacion lineal propuesto en
[12].
 Tampoco, es necesario partir de un dibujo to-
talmente etiquetado. Sabiendo unicamente
que segmentos son oclusivos, todos los eti-
quetados consistentes posibles f+; ;!; g
no son mas que un producto adicional del
metodo de reconstruccion, en lugar de un da-
to requerido.
Nuestro proximo paso consistira en a~nadir el
tratamiento de incertidumbre en la posicion de
los vertices. Efectivamente, debido al inevitable
ruido introducido durante el proceso de medicion,
las proyecciones extraidas de imagenes reales ra-
ramente seran correctas, aunque s cercanas a la
realizabilidad. Por tanto, es conveniente dispo-
ner de un metodo que corrija estas proyecciones
para obtener sus interpretaciones espaciales. La
descomposicion en valores singulares de la matriz
de rigidez R da mucha informacion de quan cerca
estamos de encontrar un nucleo de dimension no
nula, y parece una via prometedora para conseguir
este objetivo.
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